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Abstract

All the graphs in this paper are connected graphs and d(e,v) is the length of the shortest
path between e = uv and v. Let G = (V, E)) where V(G) is a set of vertex from graph
G while E(G) is a set of edge from graph G. The edge metric dimension is a topic that
is closely related to the cardinality of the distance of each edge on the graph G with re-
spect to the resolving set W which is denoted by dimpg(G). Let if the subset of vertex
W = {w1,ws,ws, ..., wy}, then the representation of the distance of the uv edge to the
resolving set is k-tuple r(uv|W) = (d(uv, w1), d(uv, w2), d(uv, ws), ..., d(uv, wy). A uni-
cyclic graph is one that only has exactly one cycle. In this paper, we will study edge metric
dimensions on some families of unicyclic graphs.
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Pendahuluan

Graf G didefinisikan sebagai pasangan terurut dari himpunan (V, E), dengan V adalah
himpunan titik yang berhingga dan tak kosong, sedangkan I adalah himpunan sisi yang
berhingga dan boleh kosong dari pasangan tak terurut antara dua titik » dan v. Secara
matematis himpunan V' suatu graf G dinotasikan dengan V(G) = {v1,va,v3, ..., 05},
sedangkan himpunan E suatu graf G dinotasikan dengan E(G) = {e1, e2,€3,...,€e,}. Se-
hingga, suatu graf dimungkinkan tidak memiliki sisi namun setidaknya harus memiliki satu
titik [1]. Secara matematis graf G dinotasikan dengan G(V, E), dimana elemen dari V' dise-
but titik dari graf G sedangkan elemen dari £ disebut dengan sisi dari graf G [2]. Selain itu
ada istilah jarak dalam teori graf, di mana jarak adalah lintasan terpendek dari sembarang
titik u ke titik v pada graph G yang dinotasikan dengan d(u, v) [3].

Graf unicyclic adalah graf terhubung yang hanya memiliki tepat satu siklus dan memi-
liki n titik serta m sisi, di mana jumlah titik dan jumlah sisi pada graf tersebut sama [4]. Graf
siklus merupakan graf lintasan berorde n dengan adanya sisi yang menghubungkan titik ke
n dengan titik awal pada graf tersebut, sehingga setiap titik pada graf tersebut memiliki der-
ajat yang sama yaitu dua, biasanya graf siklus disebut juga dengan graf lingkaran. Jadi graf
G yang hanya memiliki tepat satu siklus disebut graf unicyclic.

Topik dimensi metrik sisi merupakan pengembangan dari topik dimensi metrik yang
diperkenalkan secara independen oleh Slater pada tahun 1975 [5], kemudian oleh Harary
dan Melter pada tahun 1976 [6]. Dimensi metrik sisi adalah kardinalitas minimum dari
himpunan pembeda W pada graf G yang dinotasikan dengan dimg(G) [7]. Misalkan, jika
W = {wy, wa, w3, ..., wy } adalah himpunan terurut dari elemen titik yang merupakan titik
pembeda pada graf G’ maka representasi sisi uv terhadap himpunan pembeda W adalah k-
tuple r(uv|W) = (d(uv, wy), d(uv, ws), d(uv, ws), ..., d(uv,wy)). W adalah basis metrik
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sisi dari graf G apabila representasi setiap sisi terhadap himpunan pembeda W pada graf G
berbeda dan kardinalitas dari himpunan pembeda W tersebut minimum [8].

Penelitian terkait topik dimensi metrik sisi ini telah dilakukan oleh Kelenc dkk., yang
menemukan dimensi metrik sisi pada graf W7 ,, dan graf F ,, [8]. Kemudian ada Adawiyah
dkk., yang menemukan dimensi metrik sisi pada graf Star (S,,), graf B, ,,, graf B2, ,
dan graf Bt,, [7]. Selain itu, ada Nasir dkk., yang menemukan dimensi metrik sisi pada graf
Sun (Sy,), graf Gy, i, dan graf D, [9].

Dalam makalah ini, kita akan menggunakan lemma berikut untuk menghitung dimensi
metrik sisi dari suatu graf:

Lemma 1. /8] dimg(G) = 1 jika dan hanya jika graf G merupakan graf lintasan.

Hasil Penelitian

Lemma 2. Misalkan G merupakan graf terhubung. Jika tidak ada himpunan pembeda sisi
dari G dengan kardinalitas k, maka sembarang himpunan W C V (G) dengan |W| < k,
juga bukan merupakan himpunan pembeda sisi.

Bukti. Misalkan G merupakan graf terhubung. Asumsikan tidak ada himpunan pembeda
sisi dari G dengan kardinalitas £ dan ada himpunan pembeda sisi 7' C V (G) dengan |T'| <
k, sehingga untuk setiap wv,vw € FE(G) memiliki r(uv|T) # r(vw|T) dan T adalah
himpunan pembeda sisi pada G. Selain itu, ada subset U C V(G)\T sedemikian sehingga
|TUU| = k. Karena T" adalah himpunan pembeda sisi dari G, maka T"UU adalah himpunan
pembeda sisi dari G yang merupakan kontradiksi. O

Teorema 1. Jika m,n > 3, maka dimensi metrik sisi pada graf cricket C'ry, , adalah 3.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa batas atas dimensi metrik sisi dari graf cricket C'ry, , adalah
dimp(Cry,) < 3. Pilih W = {z1,y1, yn}, sedemikian sehingga representasi setiap sisi
pada graf cricket C'r,, ,, terhadap W dapat dilihat pada Tabel 1.

Berdasarkan Tabel 1, dapat dilihat bahwa semua representasi sisi pada graf cricket C'ry, p,
terhadap W sudah berbeda, jadi W adalah himpunan pembeda sisi dari graf cricket Cry, 1,
namun W belum tentu merupakan basis metrik sisi.

Langkah selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dimpg(Cry, ) > 3. Asumsikan
bahwa dimp(Cry, ) < 3, ambil |IW| = 2 sedemikian sehingga terdapat dua titik sebagai
titik pembeda yang merupakan elemen himpunan pembeda sisi pada graf cricket C'ryp, .
Terdapat 6 kasus yang dimungkinkan pada letak titik pembeda, yaitu:

Kasus 1. Ambil sembarang titik pada graf lingkaran. Jika xp,x; € W dengan 1 < k,[ <
m, maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama yaitu d(y1y2, zx) = d(y2ys, k)
dan d(y1y2, x;) = d(y2ys, x;) sehingga r(y1y2|W) = r(y2ys|W).

Kasus 2. Ambil sembarang titik pada graf lingkaran dan graf lintasan. Jika xg,y, € W
dengan 1 < k£ < L%J dan » = 1, maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama
yaitu d(xmy2, vr) = d(y2ys, xx) dan d(zmy2,yr) = d(y2ys,yr) sehingga r(x,y2) =
r(y2y3|W).

Kasus 3. Ambil sembarang titik pada graf lingkaran dan graf lintasan. Jika xy,y, € W
dengan L% + 1J < k < 'mdan r = 1, maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama
yaitu d(yex1, ;) = d(y2ys3, k) dan d(yex1,y,) = d(y2ys,y.) sehingga r(yoxz1|W) =
r(y2ys|W).
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Table 1: Representasi graf cricket Cry, .

e ‘ r(e[W) ‘ Kondisi
(i—1i+1,n+i-—2) 1<i< 2]
(i—1,i,n+m—i—2) i = [2] dan m ganjil

TiTi41
(i—Li+1ln+m—1i—2) i = [2] dan m genap

(m—i+lm—i+ln+m—i-2)| [Z]<i<m-1

Ty (1,1,n —2) m >3
Y21 (0,1,n —2) n>3

(1,0,n — 2) ji=1
Y5Yji+1

Kasus 4. Ambil sembarang titik pada graf lingkaran dan graf lintasan. Jika xg,y, € W,
dengan 1 < k < L%J dan 2 < r < n, maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama
yaitu d(xmy2, vx) = d(y1y2, k) dan d(zmy2, yr) = d(y1y2, y) sehingga r(z,y2|W) =
r(y1y2|W).

Kasus 5. Ambil sembarang titik pada graf lingkaran dan graf lintasan. Jika x, v, € W den-
gan L% + lj < k <mdan2 < r < n, maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama
yaitu d(yox1, i) = d(y1y2, ) dan d(yaz1,y,) = d(y1y2,yr) sehingga r(yox1|W) =
r(y1y2|W).

Kasus 6. Ambil sembarang titik pada graf lintasan. Jika y,,ys € W dengan 1 < r,s < n,
maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama yaitu d(yox1,y,) = d(xmy2, yr) dan
d(y2$17 ys) = d(xmy% ys) sehingga T(ygxl‘W) = T(xm?JQIW)'

Berdasarkan kasus 1 sampai 6 telah dibuktikan bahwa W bukan himpunan pembeda sisi
karena terdapat dua titik yang memiliki repesentasi sisi yang sama. Oleh karena itu, berda-
sarkan Lemma 2 diperoleh dimg(Cry, ) > 3. Sehingga dimg(Crp, ) = 3. O

Teorema 2. Jika m > 3 dan n > 2, maka dimensi metrik sisi pada graf tadpole T, ,,
adalah 2.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa batas atas dimensi metrik sisi dari graf tadpole T, ,, adalah
dimp(Tm,n) < 2. Pilih W = {x,,, y, }, sedemikian sehingga representasi setiap sisi pada
graf T}, ,, terhadap W dapat dilihat pada Tabel 2.

Berdasarkan Tabel 2, dapat dilihat bahwa semua representasi sisi pada graf tadpole T, ,,
terhadap TV sudah berbeda, jadi W' adalah himpunan pembeda sisi dari graf tadpole T, ,,
namun W belum tentu merupakan basis metrik sisi.
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Table 2: Representasi graf tadpole T, ,,.

e ‘ r(e[W) ‘ Kondisi
(i,n+i—1) 1<i< [Z]
TiTit1 (i—1Ln+i—1) i = % dan m genap

(m—i—1ln+m—i) | [Z]|<i<m-1

Ly (0,n) m>3
11 (IL,mn—1) n>2
YiYj+1 G+1ln—j5-1) 1<j<n-1

Langkah selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dimpg(T},,) > 2. Asumsikan
bahwa dimp(Ty,,) < 2, ambil [IW| = 1 sedemikian sehingga terdapat satu titik se-
bagai titik pembeda yang merupakan elemen himpunan pembeda sisi pada graf tadpole
T Oleh karena itu, berdasarkan Lemma 1 diperoleh dimg(7T,,) > 2. Sehingga
d’imE(Tmm) = 2. O

Corollary 1. Jika m > 3, maka dimensi metrik sisi pada graf pan T\, 1 adalah 2.
Teorema 3. Jika m > 2, maka dimensi metrik sisi pada graf net N3 ,,, adalah 2.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa batas atas dimensi metrik sisi dari graf net N3 ,, adalah
dimp(N3,m) < 2. Pilih W = {11, 23,,}, sedemikian sehingga representasi setiap sisi
pada graf net N3 ,,, terhadap W dapat dilihat pada Tabel 3.

Berdasarkan Tabel 3, dapat dilihat bahwa semua representasi sisi pada graf net N3, ter-
hadap W sudah berbeda, jadi W adalah himpunan pembeda sisi dari graf net N3 ,,,, namun
W belum tentu merupakan basis metrik sisi.

Langkah selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dimpg(N3,,) > 2. Asumsikan
bahwa dimpg(N3,m,) < 2, ambil || = 1 sedemikian sehingga terdapat satu titik sebagai
titik pembeda yang merupakan elemen himpunan pembeda sisi pada graf net N3 ,,. Oleh
karena itu, berdasarkan Lemma 1 diperoleh dim g (N3 ,,) > 2. Sehingga dimp(N3 ) = 2.
g

Teorema 4. Jika m > 2, maka dimensi metrik sisi pada graf bull B3 ,, adalah 2.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa batas atas dimensi metrik sisi dari graf bull B3 ,, adalah
dimg(B3m,m) < 2. Pilih W = {x;,23,,}, sedemikian sehingga representasi setiap sisi
pada graf bull B3 ,,, terhadap W dapat dilihat pada Tabel 4.
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Table 3: Representasi graf net N3 .

e ‘ r(e[W) ‘ Kondisi
TiTit1 (i,m+2—i) 1<:<2
371 (1,m) m > 2

(2i—2,m+1) 1< <2
TiTi1
(2,m — 1) i=3

(G—i,m+j+1) i=1danl1<j<m-1

T, 5,541 G+im+j+1) i=2danl1<j<m-1

(j+i—1,m—j—1)|i=3danl1<j<m-—1

Table 4: Representasi graf bull B3 ;,.

e ‘ r(e]W) ‘ Kondisi
TiTit1 (i—1,m+2—1) 1<i<2
T3T1 (0,m) m>2
TiTia (1,m —2i+5) 2<¢<3

i+1m+j+1)|i=2dmnl1<j<m-—1
(j J J

Li,jLi,j4+1
G+1lm—j—1)|i=3danl1<j<m-—-1

Berdasarkan Tabel 4, dapat dilihat bahwa semua representasi sisi pada graf bull Bs ,, ter-
hadap W sudah berbeda, jadi W adalah himpunan pembeda sisi dari graf bull B3 ;,, namun
W belum tentu merupakan basis metrik sisi.

Langkah selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dimpg(Bs,,) > 2. Asumsikan
bahwa dimpg (B3 ,) < 2, ambil [IW| = 1 sedemikian sehingga terdapat satu titik sebagai
titik pembeda yang merupakan elemen himpunan pembeda sisi pada graf bull Bs ,,. Oleh
karena itu, berdasarkan Lemma 1 diperoleh dimg (B3 ) > 2. Sehingga dimg(B3 ) = 2.
g

Teorema S. Jika m,n > 3, maka dimensi metrik sisi pada graf peach C]* adalah n + 1.

Bukti. Akan dibuktikan bahwa batas atas dimensi metrik sisi dari graf peach C]" adalah
dimp(C") < n+ 1. Pilih W = {z1,y1,v1,¥3, ---, Yn }, sedemikian sehingga representasi
setiap sisi pada graf peach C]" terhadap W dapat dilihat pada Tabel 5.
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Table 5: Representasi graf peach C".

e r(e[W) ‘ Kondisi
n
TiLi+1
(t—1,4,---,17) i = 3 dan m genap
n
i1 | (m—i—1m+1—i- m+1—i) | [2H]<i<m-1
n
Tm 1 (071171) m >3
——
n
T1Y5 (1aa15071771) 1S]STL
—
J n—j

Berdasarkan Tabel 5, dapat dilihat bahwa semua representasi sisi pada graf peach C]* ter-
hadap W sudah berbeda, jadi W adalah himpunan pembeda sisi dari graf peach C"*, namun
W belum tentu merupakan basis metrik sisi.

Langkah selanjutnya akan dibuktikan batas bawah dimpg(C)"*) > n + 1. Asumsikan
bahwa dimg(C)") < n + 1, ambil |IW| = n sedemikian sehingga terdapat n titik seba-
gai titik pembeda yang merupakan elemen himpunan pembeda sisi pada graf peach C".
Terdapat 3 kasus yang dimungkinkan pada letak titik pembeda, yaitu:

Kasus 1. Ambil sembarang titik pada graf lingkaran sebanyak n. Jika x; € W dengan
1 < k < m, maka sisi e pada pendant akan memiliki jarak yang sama antara satu dengan
yang lain terhadap titik pembeda pada G sehingga r(x1y1|W) = r(z1y2|W) = r(z1y3|W)
=r(..|W) =r(x1y,|W).

Kasus 2. Ambil sembarang satu titik pada graf lingkaran dan sebanyak n — 1 titik pada
pendant. Jika xy, y, € W dengan1 < k < [%2| dan 1 < r < n — 1, maka akan ditemukan
setidaknya 2 jarak yang sama terhadap titik pembeda pada G sehingga r(zp,x1|W) =
T(-r lyn|W)

Kasus 3. Ambil sembarang satu titik pada graf lingkaran dan sebanyak n — 1 titik pada
pendant. Jika xj,y, € W dengan |2 +1] < k < mdanl < r < n— 1, maka
akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama terhadap resolving set pada G sehingga
r(@122|W) = r(z1yn|W).

Kasus 4. Ambil sembarang titik sebanyak > 2 pada graf lingkaran dan sebanyak < n —
2 pada pendant. Jika xp,y, € W dengan 1 < k£ < mdan1l < r < n — 2, maka
akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama terhadap titik pembeda pada G sehingga
r(@1Yyn—1|W) = r(@1ya|W).

Kasus 5. Ambil sembarang titik pada pendant sebanyak n. Jika y, € W dengan 1 <
r < n, maka akan ditemukan setidaknya 2 jarak yang sama terhadap titik pembeda pada G
sehingga 7 (z,x1|W) = r(z1ze|W).
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Berdasarkan kasus 1 sampai 5 telah dibuktikan bahwa |WW| < n + 1 bukan himpunan pem-
beda sisi karena setidaknya akan ada 2 repesentasi sisi yang sama sehingga pernyataan
tersebut kontradiksi. Oleh karena itu, berdasarkan Lemma 2 diperoleh dimg(C)") > n+1.
Sehingga dimg(C)") = n + 1. O

Kesimpulan

Penelitian ini telah menemukan dimensi metrik sisi dari beberapa keluarga graf unicyclic
diantaranya yaitu graf cricket Cry, ,,, graf tadpole T,, ,,, graf net N3, graf bull Bs ,,
graf pan T, 1, dan graf peach C)'. Berdasarkan hasil penelitian di atas, maka dapat disim-
pulkan bahwa dimensi metrik sisi dari beberapa graf unicyclic ditemukan satu lemma, lima
teorema, dan satu akibat dari teorema sebelumnya (corollary).

Masalah terbuka 1 Berdasarkan hasil penelitian mengenai dimensi metrik sisi pada kelu-
arga graf unicyclic, maka peneliti memberikan open problem kepada pembaca agar dapat
menerapkan topik dimensi metrik sisi pada graf lainnya menggunakan operasi yang ada
pada teori graf.
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